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© 2007 ã. Ô.Ò. ÀËÅÑÊÅ�ÎÂ, ä-ð òåõí. íàóê(�îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò � Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè,Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà �ÀÍ, Ìîñêâà),Ä.À. ÞÇÁÀØÅÂ,Â.È. ßÊÓÁÀ(Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà �ÀÍ, Ìîñêâà)ÏÎ�Î�ÎÂÎÅ À��Å�È�ÎÂÀÍÈÅ Ò�ÅÕ��ÀÄÀÖÈÎÍÍÛÕ �ÀÍÆÈ�ÎÂÎÊ�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ðàí-æèðîâàíèÿ â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâèìåþò òîëüêî òðè ãðàäàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì, óäîâëå-òâîðÿþùèì ââåäåííîé ñèñòåìå àêñèîì, ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîå ïðàâèëî.1. ÂâåäåíèåÂ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ îáúåêòû ÷àñòî îöåíèâàþòñÿ ïî êðèòåðèÿì â òåðìèíàõ�ïëîõî � ñðåäíå � õîðîøî�, ò.å. ðàíæèðóþòñÿ ñ òîëüêî ëèøü òðåìÿ ðàíãàìè. Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, â ðÿäå çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ ñâåðòîê êðèòåðèåâ ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ íåîáîñíîâàííûì â ñèëó èõ �êîìïåíñàòîðíîãî� õàðàêòåðà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé ñâåðòêè êðèòåðèåâ íèçêèå îöåíêè ïî îäíîìó êðèòåðèþ ìîãóòêîìïåíñèðîâàòüñÿ âûñîêèìè îöåíêàìè ïî äðóãèì êðèòåðèÿì. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåò-ñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ðàíæèðîâàíèÿ äëÿ îöåíîê ïî ñîâîêóïíîñòèêðèòåðèåâ, ïðåäñòàâëåííûõ ðàíæèðîâêàìè ñ òðåìÿ ðàíãàìè. Ïðèâîäèòñÿ àêñèîìàòè-÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïîñòðîåííîãî ìåòîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííîé ïðîöåäóðîé,êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ââåäåííîé ñèñòåìå àêñèîì, ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîå ïðàâèëî, ïîêîòîðîìó ñòðîèòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâåîáúåêòîâ. 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå�àññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A àëüòåðíàòèâ, îöåíèâàåìûõ ïî n êðèòåðèÿì,ò.å. êàæäîé àëüòåðíàòèâå x èç A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð (x1, . . . , xn), ïðè÷åì
xj ∈ {1, 2, 3}. Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ òàêîãî âèäà.Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ � ïðàâèëà àãðåãèðîâàíèÿ íà A �òàêîãî, ÷òî

ϕ : A → R1.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåäóðà ϕ íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà A: îíà ìî-æåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà ëþáîå (n−1)-ìåðíîå ïîäìíîæåñòâî A. Òàêæå ââîäèòñÿîáîçíà÷åíèå ϕk, ãäå k óêàçûâàåò íà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì îïåðèðóåòïðîöåäóðà. 147



Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ϕk óäîâëåòâîðÿåò ðÿäó ñïåöèàëüíûõàêñèîì:1. Ïàðåòî-äîìèíèðîâàíèå:
∀x, y ∈ A ∀i ∈ {1, . . . , n} : xi ≥ yi è ∃i0 : xi0 > yi0 ⇒ ϕn(x) > ϕn(y),ò.å. åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðà x íå ìåíüøå êîîðäèíàò âåêòîðà y è åñòü õîòÿ áû îäíàêîîðäèíàòà â x, êîòîðàÿ ñòðîãî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû â y, òî àãðå-ãèðîâàííîå çíà÷åíèå äëÿ âåêòîðà x áóäåò ñòðîãî áîëüøå, ÷åì äëÿ âåêòîðà y.2. Ïîïàðíàÿ êîìïåíñèðóåìîñòü êðèòåðèåâ:

∀x, y ∈ A ∃i, j ∈ {1, . . . , n} : xi =yj ∧ xj =yi è ∀k 6= i, j xk =yk ⇒ϕn(x)=ϕn(y)ò.å. åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ x è y, êðîìå íåêîòîðûõ äâóõ, ðàâíû, à â íåðàâíîéïàðå êîîðäèíàò çíà÷åíèÿ â x è y �âçàèìíî îáðàòíûå�, òî àãðåãèðîâàííûå çíà÷åíèÿäëÿ òàêèõ âåêòîðîâ áóäóò ðàâíû.3. Ïîðîãîâàÿ íåêîìïåíñèðóåìîñòü:
∀x ∈ A, ϕn(2, . . . , 2) > ϕn(x),ãäå x : ∃i0 ∈ {1, . . . , n}, xi0 = 1.Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà â âåêòîðå x ðàâíà 1, òî åãî àãðå-ãèðîâàííîå çíà÷åíèå áóäåò âñåãäà ìåíüøå àãðåãèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà âèäà

(2, . . . , 2).Èìåííî â ýòîì è ñîñòîèò ïîðîãîâàÿ ìîäåëü àãðåãèðîâàíèÿ: äàæå åñëè ó êàêîãî-òîâåêòîðà âñå êîìïîíåíòû, êðîìå îäíîé (ðàâíîé 1), ðàâíû 3, òî åãî àãðåãèðîâàííîåçíà÷åíèå áóäåò ìåíüøå àãðåãèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà, èìåþùåãî âñå �ñðåäíèå�îöåíêè. Èíà÷å ãîâîðÿ, äàæå âûñîêèå îöåíêè ïî âñåì îñòàëüíûì êðèòåðèÿì íå êîì-ïåíñèðóþò î÷åíü íèçêîãî óðîâíÿ îöåíêè ïî äðóãîìó êðèòåðèþ, à ðîëü �ïîðîãà� âäàííîé ìîäåëè èãðàåò âåêòîð (2, . . . ,2).4. Àêñèîìà ðåäóêöèè:
∀x, y ∈ A, ∃i xi = yi ⇒

⇒ ϕn(x) > ϕn(y) ⇔ ϕn−1(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) >

> ϕn−1(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn).Ïðè n = 2 (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì i = 1) ϕ2(x) > ϕ2(y) ⇔ x2 > y2, ò.å.åñëè â äâóõ âåêòîðàõ x è y çíà÷åíèÿ ïî îäíîé èç êîîðäèíàò ðàâíû, òî ýòó êîîðäèíàòóìîæíî íå ó÷èòûâàòü â ðåøåíèè âîïðîñà î âçàèìíîì ïðåäïî÷òåíèè ýòèõ âåêòîðîâ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wtresh ⊆ A × A áèíàðíîå îòíîøåíèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ íà ìíî-æåñòâå A ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Wtresh = {(x, y) | v1 (x) < v1 (y) èëè v1 (x) = v1 (y) è v2 (x) < v2 (y)} ,ãäå v1(x) � ÷èñëî åäèíèö (�1�) â çàïèñè âåêòîðà x, à v2(x) � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëîäâîåê (�2�). Ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ Wtresh, íàçîâåì ïîðîãîâûìïðàâèëîì. Îòíîøåíèå Wtresh ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ïàð âåêòîðîâ, äëÿ êîòî-ðûõ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî â ïåðâîì âåêòîðå ÷èñëî åäèíèö ìåíüøå,÷åì âî âòîðîì, ëèáî � ïðè ñîâïàäåíèè ÷èñëà åäèíèö � â ïåðâîì âåêòîðå ÷èñëî äâîåêìåíüøå, ÷åì âî âòîðîì.Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîðîãîâîå ïðàâèëî â òàêîì ñëó÷àå ñðàâíèâàåò ñíà÷àëà àëüòåðíà-òèâû ïî ÷èñëó îöåíîê �ïëîõî� (�1�), è åñëè èõ ÷èñëî ñîâïàäàåò, òî ïî ÷èñëó îöåíîê�ñðåäíå� (�2�).Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå Wtresh, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïîðîãîâûì ïðàâèëîì,ÿâëÿåòñÿ íà R1 ñëàáûì ïîðÿäêîì, ò.å. àíòèðå�ëåêñèâíûì ((x, x) /∈ Wtresh), òðàíçè-148



òèâíûì ((x, y) ∈ Wtresh, (y, z) ∈ Wtresh ⇒ (x, z) ∈ Wtresh) è îòðèöàòåëüíî òðàíçè-òèâíûì ((x, y) /∈ Wtresh, (y, z) /∈ Wtresh ⇒ (x, z) /∈ Wtresh) îòíîøåíèåì.Êàæäûé ñëàáûé ïîðÿäîê P îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ìíîæåñòâîì êëàññîâ ýêâè-âàëåíòíîñòè, òàê ÷òî xPy ⇔ x ∈ IP
i , y ∈ IP

l è i > l, ãäå
IP
s = {x ∈ A | ¬ ∃ y ∈ A : yPx} ,

IP
s−1 = {x ∈ A\Is | ¬ ∃ y ∈ A : yPx} ,

. . .

IP
1 = A\

s⋃

j=2

Ij .Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåäóðó ϕ íà ìíîæåñòâå A âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè n.Òå î ð åì à . Ïðåîáðàçîâàíèå ϕ : A → R1, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì 1−4, îïðå-äåëÿåòñÿ ñèñòåìîé êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëàáîãî ïîðÿäêà, ïîðîæäàåìîãî ïî-ðîãîâûì ïðàâèëîì, ò.å.
ϕ (x) > ϕ (y) ⇔ x ∈ IWtresh

k , y ∈ IWtresh

j è k > j.Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòèýòîãî ñëàáîãî ïîðÿäêà ïðè äëèíå âåêòîðîâ, ðàâíîé n, è ïðè çíà÷åíèè êîìïîíåíòâåêòîðà èç {1, 2, 3} ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòó ÷èñëà íåóïîðÿäî÷åííûõ n-âûáîðîê èç k ýëå-ìåíòîâ ñ ïîâòîðåíèåì (ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèåì) [1℄, ãäå k = 3, à n � äëèíà âåêòîðà,
Cn

n+3−1 =
(n + 2)!

n! · 2!
=

(n + 2) (n + 1)

2
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè ϕ ðàâíî (n + 2) (n + 1)

2
.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.3. Îáçîð ëèòåðàòóðûÌîäåëü, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áûëà ïðåäëîæåíà â [2℄. Â íåéáûëè ñ�îðìóëèðîâàíû àêñèîìû òàêîãî æå òèïà, êàê è èñïîëüçóåìûå çäåñü, è áûëîïîêàçàíî (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ î áëèçîñòè âåêòîðîâ â òåðìèíàõ íåêî-òîðîé ïñåâäîìåòðèêè), ÷òî àãðåãèðóþùàÿ ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîðîãîâîåïðàâèëî. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ïîëó÷åíî ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç [2℄ ïðèíåñêîëüêî âèäîèçìåíåííûõ àêñèîìàõ.Â [3℄ èññëåäîâàëàñü çàäà÷à î ñâîéñòâàõ ïîðÿäêîâûõ îòíîøåíèé, â êîòîðîé áû-ëî ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â Rn äëÿ ýòèõ îòíîøåíèé,ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñ êðèòåðèÿìè, ïðèíèìàþùèìè íå ìå-íåå òðåõ çíà÷åíèé. Îäíàêî, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, çàäà÷à àêñèîìàòè÷åñêîãîïîñòðîåíèÿ àãðåãèðóþùåãî ïîðîãîâîãî ïðàâèëà ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü.Â [4℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé àâòîð íàçûâàåò �ìåòîäîì îöåíî÷íûõ ãî-ëîñîâàíèé�. Ó÷àñòíèêè âûðàæàþò ñâîè ìíåíèÿ, èñïîëüçóÿ òðåõãðàäàöèîíóþ øêàëó

{−1, 0, 1}, à ïðîöåäóðà àãðåãèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììèðîâàíèå îöåíîê àëü-òåðíàòèâ. Àâòîð ïðåäëàãàåò â ñëîâåñíîé �îðìå ðÿä àêñèîì, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåòäàííàÿ ïðîöåäóðà.Äðóãàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ äëÿ òðåõãðàäàöèîííûõ ðàíæèðîâîê äàíà â [5℄. Ïðîöåäó-ðà àãðåãèðîâàíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ ñèñòåìîé ñòàíäàðòíûõ àêñèîì (ñì., íàïðèìåð, [6℄)è ïîêàçàíî, ÷òî ïðîöåäóðà àãðåãèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé âåðñèåé ïðàâèëà îò-íîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáîáùåíèå ïîñòðîåííîé ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëîãðàäàöèé êðèòåðèåâ ïðåâûøàåò 3. Çäåñü âîçíèêàåò ìíîãî âîçìîæíûõ âåðñèé àê-149



ñèîìû ïîðîãîâîé íåêîìïåíñèðóåìîñòè. Çàäà÷è, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ïîäîáíûåïîäõîäû, èçâåñòíû â ìîäåëÿõ òàê íàçûâàåìîé �ñâîáîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé� (ñì., íà-ïðèìåð, [7, 8℄ è ìîäåëÿõ ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïðè ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ (ñì.,íàïðèìåð, [9℄). 4. Çàêëþ÷åíèåÏðèâåäåì â çàêëþ÷åíèå äâå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëàñü ïî-ñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîðîãîâîãî àãðåãèðîâàíèÿ.Â Öåíòðå èññëåäîâàíèÿ ïîëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ Èíñòèòóòà ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ�ÀÍ ñîçäàíà ñèñòåìà îöåíêè óäîâëåòâîðåííîñòè íàñåëåíèÿ äåÿòåëüíîñòüþ îáëàñò-íîé àäìèíèñòðàöèè. Â ñèñòåìå òðåõãðàäàöèîííàÿ ìîäåëü àãðåãèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà èíäåêñîâ �Êà÷åñòâî èí�ðàñòðóêòóðû� è �Êà÷åñòâî îáðà-çîâàíèÿ/îòäûõà�.Êà÷åñòâî èí�ðàñòðóêòóðû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì: ñòåïåíü îáó-ñòðîéñòâà òåððèòîðèè, îáåñïå÷åííîñòü äîðîãàìè, îáåñïå÷åííîñòü ãàçîì/îòîïëåíèåì,îáåñïå÷åííîñòü ýëåêòðè÷åñòâîì, îáåñïå÷åííîñòü âîäîé/êàíàëèçàöèåé, îáåñïå÷åí-íîñòü òåëå�îíîì.Êà÷åñòâî îáðàçîâàíèÿ/îòäûõà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì: îáåñïå-÷åííîñòü øêîëàìè, îáåñïå÷åííîñòü äîøêîëüíûìè ó÷ðåæäåíèÿìè, îáåñïå÷åííîñòüêóëüòóðíî-ïðîñâåòèòåëüñêèìè ó÷ðåæäåíèÿìè, îáåñïå÷åííîñòü ïðåäïðèÿòèÿìè è ìå-ñòàìè îòäûõà.Êàæäûé èç èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ �õîðîøî�, �ñðåäíå�, �ïëî-õî�, à íåîáõîäèìîñòü èìåííî ïîðîãîâîãî àãðåãèðîâàíèÿ èñõîäíûõ îöåíîê ñâÿçàíà ñèíòóèòèâíûì äîïóùåíèåì î íåêîìïåíñèðóåìîñòè äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà çíà÷åíèÿ�ïëîõî�.Âòîðîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà áûëî ïðîâåäåíî â çàäà÷å âíóòðèñòðàíîâîãî èññëå-äîâàíèÿ ðàçâèòîñòè ãðàæäàíñêîãî îáùåñòâà. Áûë ïðîâåäåí âûáîðî÷íûé îïðîñ ãî-ðîäñêîãî íàñåëåíèÿ ïî ÷åòûðåì ïîêàçàòåëÿì, îäíèì èç êîòîðûõ áûëà �ïîëèòè÷åñêàÿñðåäà�.Îöåíêè ýòîãî ïàðàìåòðà ïðîèçâîäèëèñü íà îñíîâàíèè îòâåòîâ íà ñëåäóþùèå âî-ïðîñû:1. Ñèëüíî ëè îãðàíè÷èâàþòñÿ Âàøè ãðàæäàíñêèå èëè ïîëèòè÷åñêèå ïðàâà è ñâî-áîäû? (ïîëíîñòüþ îãðàíè÷èâàþòñÿ, óìåðåííî îãðàíè÷èâàþòñÿ, íå îãðàíè÷èâàþòñÿ).2. Êàê Âû ñ÷èòàåòå, ñèëüíî ëè êîððóìïèðîâàí ÷èíîâíè÷èé àïïàðàò â Âàøåìãîðîäå? (ïîëíîñòüþ êîððóìïèðîâàí, ÷àñòè÷íî êîððóìïèðîâàí, íå êîððóìïèðîâàí).3. Êàê ÷àñòî Âû (èëè Âàì) äàâàëè âçÿòêó? (÷àñòî, ðåäêî, íèêîãäà).Îòâåòû íà âîïðîñû äàâàëèñü ïî øêàëå {1, 2, 3} (ñîîòâåòñòâåííî �ïëîõî�, �ñðåäíå�,�õîðîøî�), à àãðåãèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîãî ïîðîãîâîãîïðàâèëà.Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü �.Ï. Àãàåâó è Ï.Þ. ×åáîòàðåâó çàöåííûå çàìå÷àíèÿ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò äâå ëåììû. Ýòè äîêàçàòåëüñòâà îñíîâûâà-þòñÿ âî ìíîãîì íà ïðîöåäóðå óïîðÿäî÷èâàíèÿ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ âíóòðè âåêòîðà:ñëåâà íàïðàâî â çàïèñè âåêòîðà ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëàãàþòñÿ åäèíèöû, ïîòîìäâîéêè, çàòåì òðîéêè. Òàêîå óïîðÿäî÷èâàíèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçî-âàíèåì â ñèëó àêñèîìû ïîïàðíîé êîìïåíñèðóåìîñòè êðèòåðèåâ, ïðèìåíåííîé ìíî-ãîêðàòíî ê èñõîäíîìó âåêòîðó.150



Ëåììà 1. Åñëè v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) = v2(y), òî ϕ(x) = ϕ(y).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Èç óñëîâèÿ, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî x è y èìåþò îäèíàêîâûåíàáîðû, òîãäà, èñïîëüçóÿ àêñèîìó ïîïàðíîé êîìïåíñèðóåìîñòè êðèòåðèåâ, ìîæíîïåðåñòàíîâêàìè ïðåîáðàçîâàòü âåêòîð x ê âèäó âåêòîðà y. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿíà ýòèõ âåêòîðàõ òàêæå áóäóò ñîâïàäàòü.Ëåììà 1 äîêàçàíà.Ëåììà 2. Åñëè ϕ(x) = ϕ(y), òî v1(x) = v1(y).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü ν1(x) < ν1(y). Òîãäà ìîæåì ââåñòè â ðàññìîòðåíèåïàðó âåêòîðîâ x′ è y′, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñîîòâåòñòâåí-íî x è y òàê, ÷òî x′: (1, 1, . . . , 1 | ∗, ∗ . . . , ∗), ãäå âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà ðàçäåëÿåò ïî-çèöèè k = ν1(x) è (k + 1), à íà ìåñòå çâåçäî÷åê ñòîÿò �2� èëè �3� (íåò åäèíèö);
y′ : (1, 1, . . . , 1 | 1, . . . , 1, | ∗, . . . , ∗), ãäå âòîðàÿ âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà îòäåëÿåò l = ν1(y)îò l + 1, à ïîñëå l-é ïîçèöèè ñòîÿò òàêæå �2� è �3�.Ïîñòðîèì âåêòîð z, òàêîé ÷òî

z : (1, 1, . . . , 1 | 2, 2, . . . , 2).Òîãäà ϕ(x′) ≥ ϕ(z) ïî ïðàâèëó Ïàðåòî. Ïî àêñèîìå ðåäóêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòüòîëüêî �óêîðî÷åííûå� âåêòîðû � àíàëèçèðîâàòü òîëüêî òå ïîçèöèè, êîòîðûå íàõî-äÿòñÿ �ïîñëå ïåðâîé âåðòèêàëüíîé ÷åðòû�, è òîãäà, èñïîëüçóÿ àêñèîìó ïîðîãîâîéíåêîìïåíñèðóåìîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü
ϕ(x) = ϕ(x′) ≥ ϕ(z) > ϕ(y′) = ϕ(y).Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 2.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû . Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
ϕ(x) > ϕ(y) ⇔ v1(x) < v1(y) ∨ v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y).Äîñòàòî÷íîñòü äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî.Ïóñòü ∃x, y : (v1(x) < v1(y) ∨ v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y)) ∧ ϕ(x) ≤ ϕ(y).�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:à) v1(x) < v1(y). Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâêè (êîòîðûå íå íàðóøàþò óñëîâèÿ v1(x) <

< v1(y), îíè âñåãäà ñóùåñòâóþò â ñèëó àêñèîìû ïîïàðíîé êîìïåíñèðóåìîñòè), ïðå-îáðàçóåì x â x′, y � â y′ òàê, ÷òî k = v1(x) è ïåðâûå k ïîçèöèé â x′ � åäèíèöû, ò.å.
x′

1 = 1, . . . , x′

k = 1, à l = v1(y): ïåðâûå l ïîçèöèé â y′ � åäèíèöû, ò.å. y′

1 = 1, . . . , y′

l = 1è l > k (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2). Çäåñü íà ïîçèöèÿõ ñ (k + 1) ïî n â âåê-òîðå x′ ñòîÿò ÷èñëà, áîëüøèå èëè ðàâíûå äâóì. À â âåêòîðå y′ òàêèå ÷èñëà �íà-÷èíàþòñÿ� ëèøü ñ (l + 1) ïîçèöèè, ïðè÷åì (l > k). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåê-òîð z, ó êîòîðîãî ïåðâûå k ïîçèöèé � åäèíèöû, êàê è â x, à çàòåì (ñ k + 1 ïî n)âñå �2�. Â ýòîì ñëó÷àå, ïî àêñèîìå ðåäóêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü �óêîðî÷åí-íûå� íà ïåðâûå k ïîçèöèé âåêòîðà x′, y′ è z. Â ðåçóëüòàòå, ïî àêñèîìàì ïîëó÷àåì:
ϕ(x) = ϕ(x′) ≥ ϕ(z) > ϕ(y′) = ϕ(y), ïåðâîå íåðàâåíñòâî � ïî Ïàðåòî, âòîðîå � âñèëó íåêîìïåíñèðóåìîñòè çíà÷åíèÿ �1�, îòêóäà ñëåäóåò ϕ(x) > ϕ(y), ò.å. ïîëó÷åíîïðîòèâîðå÷èå;á) v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y).Ñíîâà ïåðåñòàâëÿåì:

x → x′ = (1, . . . , 1 | 2, . . . , 2 | 3, . . . , 3 | 3, . . . , 3).

y → y′ = (1, . . . , 1 | 2, . . . , 2 | 2, . . . , 2 | 3, . . . , 3).Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åäèíèö â îáîèõ âåêòîðàõ x è y è äâîåê òîëüêî â x ìîæåòíå áûòü.Ïî àêñèîìå Ïàðåòî-äîìèíèðîâàíèÿ èìååì: ϕ(x) = ϕ(x′) > ϕ(y′) = ϕ(y), îïÿòüïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. 151



Íåî á õ î ä èìî ñ ò ü . Íàäî äîêàçàòü, ÷òî
ϕ(x) > ϕ(y) ⇒ v1(x) < v1(y) ∨ v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y).Îòðèöàíèåì îòíîøåíèÿ �ðàâíî� äëÿ ëþáûõ äâóõ ñðàâíèâàåìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿäèçúþíêöèÿ îòíîøåíèé �áîëüøå� è �ìåíüøå�. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îòíîøåíèå �áîëü-øå�, âçÿâ îòðèöàíèå ïðàâîé ÷àñòè:
¬ (v1(x) < v1(y) ∨ v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) < v2(y)) =

= v1(x) ≥ v1(y) ∧ (v1(x) 6= v1(y) ∨ v2(x) ≥ v2(y)) =

= v1(x) ≥ v1(y) ∧ v1(x) 6= v1(y) ∨ v1(x) ≥ v1(y) ∧ v2(x) ≥ v2(y) =

= v1(x) > v1(y) ∨ v1(x) > v1(y) ∧ v2(x) ≥ v2(y) ∨ v1(x) =

= v1(y) ∧ v2(x) ≥ v2(y) = (v1(x) > v1(y) ∨ v1(x) =

= v1(y) ∧ v2(x) > v2(y)) ∨ (v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) = v2(y)).Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàÿ îòíîøåíèå �ìåíüøå�, òàêæå ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèå âîâòîðûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ, ò.å. ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü òîëüêî îäíî èç îòíîøåíèé, íàïðèìåð �áîëüøå�, òàê êàê âñåãäà ìîæíîïåðåèìåíîâàòü ïåðåìåííûå.Òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) = v2(y) ⇒ ϕ(x) = ϕ(y) (ëåììà 1 ),òî îò ïðîòèâíîãî ïîëó÷èì:
¬(ϕ(x) = ϕ(y)) ⇒ ¬(v1(x) = v1(y) ∧ v2(x) = v2(y)),èëè
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